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再生可能資源 (renwable resource) のひとつとしての森林資源の利用の問題は，最適な継続期
間 (dura 世on) と回転 (rotation) のあり方を扱う資本理論の一環として動的な最適収穫時の決定の
問題として議論されてきた。そこでの単純な資本市場均衡のルールは，樹木ないしそれと同一のヴ
インテージ (vin 句.ge) をもっ樹木群の時間を要素とする自然成長函数の下で， J evons ， von Th une ， 
1. Fisher の流れをくむ自然成長率と利子率の均等化のそれで、ある O
利子率は，以後の金融償還論者 (financial maturity schoO と最大持続可能産出論者 (m は加um
sutained yield schoO との聞の論争に際しでも中心的役割を演じ続けた。前者は，ブドー酒の熟
成期限問題に発する現在価値の最大化をもって最適収穫期日とする Faus 仕na ル}ル (Faustmn
rule) を頂く一派であり，後者は，森林の限界自然成長率と平均自然成長率の均等化をもって最適
収穫期日とする一派である。(両者の論点の違いについて，例えば， Samuelson [20 J， Heaps [ 8 J ， 
Mitra=Wan ， Jr. [1 4J ， Dasgupt [4 J 等参照。)
しかるに，森林の成長(率) ，収穫費用が既存の森林資源蓄積量に依存するところで(例えば， Clark 
=Munroe [3 J， Berck [2 J 参照。)，また，森林資源がもたらす様々な外部効果(extemalities) 
が考慮されるところで(最初に取上げた Har 仕na [ 7 J， Pigou 的租税・補助金政策の妥当性を論じ
た Berck ，op. cit. ，参照。) ，資本理論は修正を迫られることになる O
さらに，自由利用(企 e aces) に任された共有財産 (comon properties) を前例として念頭
された過剰利用，枯渇化に懸念が及ぶところで，利用に関する管理，規制のあり方がデザインされ
る必要が生じ得る。 (Vousden [2J ， Lusky [1J ，さらに，世代重複下での世代間正義を掲げた保守
主義的政府の政策デザイン化の例として， Mour 百louras [16J 参照。)
ところで，上の最大持続可能産出論者でもある生物・生態学系研究者は，資源蓄積量を生物個体
群 (biomas) のそれとみなし，その自然成長率が確率的にしか把握し得ないことを主張し，資源
*)筆者は， 209 年 2 月 3 日放送の NHK 番組「プロフェッショナル一日本の森を救う男ありーすご腕・森の再生人」
に啓発された。しかしながら，本稿は，同番組の主張に何ら与するものではない。
39 
成長に関する確率的動学モデルの適用を試みる。(例えば， Tuckwe l1 [21J ， Bedingto = May [ 1 J ， 
Red [19J ， Gleit [ 6 J， May=Bedington=Horwod=Shepherd [12J ， Ludwig [ 9 J， Ludwig=Varh 
[1 oJ 等参照。)
Pindyck [1 8J は，資源蓄積量に関する不確定性を生態的不確定性 (ecologic a1 uncertainty) と呼
ぴ，資源価格の変動に関する不確定性，すなわち，価格不確定性 (price uncertainty) と区別した
上で，それぞれの不確定性が資源市場均衡価格，産出量の変動にもたらす効果を分析するl腎矢とな
った。さらに， Morck=Shwartz=Sangeld [1 5J は，森林資源蓄積量を木材在庫 (timber inven-
tories) とみなし，価格不確定性と生態的不確定性が同時に作用するところでの森林資源の評価づ








が木材市場の均衡価格にもたらす効果を検討した上で，定常状態均衡 (steady-state equ i1i brium) 
の性質を検討する。最後に，若干の結論的言及がなされる筈である。
なお，本稿は最終稿ではない。










え(t )=f(x t) )-q(t) (1) 
で表わされる個体群 (biomas) としての蓄積ストックをもつものとする。ただし，x (t) は，蓄積
ストック ，q (t) は森林伐採率，そして，f(xt) はストック量に依存する成長函数 (growth funtion) 
であるO
ここで，林業地は，森林資源の扶養限度X をもつものとすると，成長函数は，関区間 (0 ，X) にお
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生態的不確定性下における森林資源と外部効果
f(x (t) ) 
X(t) 。 Xmax 
図-1















?ザrバfρ∞吋刀[ωb州州(οωtの) 一 C巾制判(伊似ω附x刈附刷(οω州tのω川)リ川)汀] 仰 → 
Sよ止(οωtの)=f(伽~(οt)リ)一q(οωt 何3)
で表わされる O ただし， 8は割引率で時間を通じて一定であるものとする。以下，必要時を除いて
時間要素の表記を省略する o
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直ちに，当該期価値 Hamilton 函数 (curent value Har 叫ltonian)
Hc = (t - c (x) ) q + ，1σ(x) -q) (4) 
が定義されるO ただし，，1 は，蓄積量 1単位に関する割引前のシャドー・プライス(undiscounted 
shadow price) であるO
まず，最適伐採率が満たすべき 1 階条件
(t -c(x) ニ A
がしたがう O 次に，森林蓄積ストックに関する動学方程式
，1 = (B -1' (x) ，1 + c'(x)q 
がしたがう O さらに，横断面条件
目ω-c (x) )e- 8t .x = 0 
が仮定されるO
しかるに， (1) 式を考慮すれば， (5) 式から
，1 =p-c'(x) び(x) -q) 
がしたがうから， (5) ， (6) 式は








一一ι--(~-+' ζ佐江位i= (B - f' (x) +と止ι止~ þ~ ρ-c(x) \~ .1 ¥"'//' p-c(x) 
を導く O 同式は，生産者の資産価格形成方程式 (aset pricing equation) を与える。
(10) 式において，伐採単位費用が一定(ピ (x) =0) であるならば，正味価格上昇率は，市場利子率か
ら成長度を減じた値に等しくなり，さらに，蓄積量が Xm 奴よりも大きくなると /(x) く Oがしたが
うから，蓄積量の規模が大きくなるにつれ価格上昇は加速されることが示唆される O








ここで， (11) 式を満たす市場均衡の動学をみてみよう O
いま，p= 止=0 によって定義される定常状態均衡 (steady-state equ i1i briurn) (pぺ x*) を想定す
る。市場均衡において
。功







(B -1' (x) (t * - c (x) + c'(x)f(x) = 0 同





必 I -ζ 皇立
dx I xニo Q' (P) 。司




坐 IL A = .Lな )(t *-c 伐) + (d- j' 取))内)一内)内) -c'(x) j' (x ) 側
dx I p=o o -f'(x) 
がしたがう O しかるに，分母は正，分子は，最終項を除きすべて負となる。最終項は，X >Xmax に
対し負となる。したがって，t= 0 曲線は，o-f か)=0 を極点とする右下りの曲線で表わされ，
止=0 曲線の X>max なる右上りの部分を上から下に載る o このとき，その交点は，定常状態均衡を
与える。(図 -2 参照。)
さて，上の定常状態均衡の安定性をみるために，定常状態均衡 (t* ，X*) の周りに均衡体系((1 3) ，(14) 式)
を線型近似すれば，
五= (d -f'( ρ)) (p -t *) - [(d -f' (x*) )c'(x*) +f"(x*) (p *-c 伽*)
-c" 財*γ (X*) -c'( ρ)f か*)J か-X*) 制
止= -Q' (P *)(p -t *) +j' 財*)伽 -X*) 同
がしたがう。ただし，各係数は，(t ぺX*) で評価された定数となる。ここで，制，同式の均衡体系を
行列表示すれば
間=[コロマ r (19) 
を得る。ただし，E( 。へ X*) ==ー [(d -f' (x*) )c' (x*) +j" (x *) (p * -c (x*) -c"(x*)f *) -c'(x*) j' (げ )J
(>0) である O
いま，上の行列の係数要素から成る Jacobian 行列をJ とし，その特性方程式
|ρ 1 -1 =0 (20) 
を解く特性根をρ1，ρ2とすると，
tr (J) =ρ1+ρ 2=O >0 (21) 
det (J) =ρ1 ・ρ2= (d -f' (X*)/ (x*) + Q' (p *)E (P *， x*) <0 (22) 
がしたがうから，特性根は反対符号をもっO このことは，均衡体系が鞍点安定的 (sadle-point sta-
ble) なそれとなり， (t *， x申)に収束するような多様体が存在する o (図 -2 参照。)















o =1' (x(t) 
¥ 
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図-2
を満たすことを意味しており，例式は， det (J) (例式)に他ならない。
さて，政府の問題に目を転じよう。
政府が経済に介入する仕方として 2 通りのそれが考え得る。第 1 は，民間部門の最適化条件を所
与として，社会的厚生の最大化を図るべく他の部門の意思決定を整える次善解 (second-best solu 同
tions) を求める仕方である。もう 1つは，計画経済における計画当局のごとくに，すべての部門
の意思決定を社会的厚生を最大化させるべく仕向ける最善解(:fi rst-best solutions) を求める仕方
であるO 以下では，後者を想定しよう 4) 。
いま，政府は木材の将来価格について民間の林家同様に正確な予知を下し得るものとする。ここ
で，政府は，木材消費からの消費者の効用から生産費用を減じ，外部効果を加えた値を社会的厚生
(social welfare) とみなし，その最大化を実現させるべく森林伐採政策をとるものとする O したが
って，政府の問題は，外部効果 α(x) の下で，
TFj; ∞附
sよれt) = f(x (t) - q (t) (25) 
で表わされる。以下，時間要素を省略する。
直ちに，当該期価値 Hamilton 函数





U'(q) -c(x) =..1 争力





..1 = (0'一/か ))..1 +c'(x)q -a'(x) 倒
がしたがう O ここで，外部効果は，蓄積ストックの逓滅的非減少函数(α '(x) >0 ， a"(x) 豆0) であるも
のとする O
さらに，横断面条件
J23φ -c(x) )e 一川=0
が仮定される。
。
いま，木材需要函数を制式から逆函数を用いて qD (P) =U'-l (p) で表わし，さらに，qD (P) = Q  (P) 
と設定し直せば，均衡体系は，
p= (0' 一f' (x) ) (p - c (x) ) +どか )f(x) -a'(x) 倒
止=f(x) - Q  (P)
で表わされる o
しかるに，止=0 曲線は，同式から
坐 I -L 皇立
dx I止=0 Q' (P) 
を導くから，上の(15) 式に関する議論がそのまま妥当する O さらに， p=O 曲線は，制式から
(32) 
。功
坐 1 ，=^L'(x) ω* -c(x) + (0' -1' (x) 内)一作)向)ーピ (x)f 伐)+α な) 倒
I p=o 0' - f'(x) 
を導く O ここでのp= 0 曲線は，同式が描く曲線を αFか)だけ上方にシフトさせたものになる O ここ
で，上の 2つの曲線の交点，すなわちp= 止=0 を満たす組 (p ，x) を体系側，倒式の最適定常状態






S.t. pe- 8t .q = W 





がしたがう O ただし， μは，所得制約に関わるLa grane 乗数である。 W →∞につれてμ→ 0 となり，
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逆に，W → 0 につれてμ→∞となるから， μ=1 を導くような所得水準 W* が存在し得る。
他方，生産者たる林家は，森林蓄積ストック式の下で利潤と外部効果の和の割引現在価値を最大
化するものとすれば，林家の問題は




p= (8 一f (x) (戸 - c (x) 十 c'(x)f(x) 一α'(x)





を得る O 同式のーゲ(x) を相殺すべく α'(x) だ、けの補助金 (subsidy) を林家に支給すれば，消費者の








かかる不確定性が作用するところでは，保蔵される森林資源は正味キャピタル・ゲイン (net capi 司





dp= αpdt+ σpdz= りdt+ σd匂 (t)必 位。
にしたがうものとするにただし， αは価格の期待成長率，内は分散要素であり，匂(t)は平均ゼロ，
分散 1 をとる正規分布にしたがう系列無相関な確率変数である。このとき ，dz= 匂(t) 必7は， Wienr 








1ヂ Eo !o OO[P -c (x) ] qe 一切
sよ止=f(x) -q 
dp= αpdt+ σpdz= αpdt+ σp ερ(t)j 友 位。
で表わされる O ただし，Eo は，時点ゼロに利用可能な情報からしたがう予想を表わす期待値オベ
レータであるO
上の問題に対しては確率的動的計画法 (stochastic dynamic progamin) の適用が可能となる O
ここで，伐採量 q(O) >0 となり，全時間視野を通じて q(t) >0 となるような九 αが対応している
ものと仮定し，
Id=e- 8t = [p-c か)] qe- 8t 併功
と設定すれば，最適状態評価函数 (optimal va1 ue 釦nction)
]=](x ， p，ド T r E P 刷 dr 同
が定義される O
ここで，動的計画法を適用し，積分を時間間隔Ll tで分割すれば，同式は
](x ， p，何 ?FEtfvdt)dr
=TFEtfzwr+lrEt イ;戸刷 r
=lrEtlft 十dtHdt)dHJ(Xt+dM(t+A 仏 t+ Ll t) } 
=lr(H 州 t+ Etlj (xt+ Ll t) ， p (t+ 心)， t+ Llt) J} 弘司
と変形される O さらに， Et[] (xt+ Ll t) ， P (t + Ll t) ， t+ Ll t) -] (x(t) ， P (t) ， t) J =Etd] がしたがうから，
例式は，さらに，
J(x ，D，t)=Tr[Hd(A+Jx ，b，t)+ιd]J 同
と表現し直される。いま，同式の両辺から ](x ，p， t) を減じ， Ll tで除し，Ll t→0 とすれば，その極
限値 dt に対し，確率 Belman 方程式 (stochastic Belman equation) 
O=max 1I d(t) + ( ;JEtd]~ 附q( t) L~~U\"" ¥dtJLJ'''J J 
がしたがう O
さて， d] にTaylor 展開を施せば
d =Jtd+jbdp+jkdx+lbo(D)2+LJm(dx)2 … 住カ
2 JJJJJ¥""YI '2 
がしたがう O 制式の両辺の期待値をとり (1 /dt) を乗じ，さらに高次項を無視すれば
(1t) Etd] = ]t+ap fT+ 仰 )-ω+ 匂弘 同dtJLJ'''''J J" -YJJ' V ""， "I '1. IJA' 2 
を得る。これを Be 肋na 方程式に代入すれば




ここで，同式における q (t) に関する最大化を実行すれば
。刀d _ T 
(50) aq J' 
を得る。 (50) 式は，木材の追加 1 単位の販売から得られる利潤の増分が森林資源のシャドー・プライ
スに常に均等化しなければならないことを示唆している。
また，側式に包絡面定理 (envelope theorm) を適用すれば，
A庁 J~â~U+Jtx+ αPJpx+f 州+び桁州市戸弘'PX=O (51) 
がしたがう O しかるに，伊藤補題の適用から
(会) EtdJx=J;山PJpx+/ω+向)一州+会~P弘IPX (52) 
がしたがう o Jx を消去すべく (l/dt)Etd (・)なる演算子を適用すれば 8) ，変分法の Euler 方程式に相
当する関係
(~)Etd (仙川 ) Et C' a~ d) = 一一 同dt ) .<J p-" ¥  q ) a x 
を得る。 (53) 式は，森林資源 1単位の販売から得られる限界利潤が当該 1単位を林業地に保蔵し続け
ることから得られる割引将来利潤の増加分の期待合計に均等化しなければならないことを示唆して
いる O
ここで，an d/aq= (t -c(x)e 8t ， a刀 d/ ね=ーピ (x)qe- 8t を同式に代入すれば，





を得る。肺岡)式において， c (x) は伐採 1 単位当たりの限界費用であるが，伐採量 q の水準に影響され
ない。この事実は，伐採費用の蓄積量と伐採量の間の双一次性の仮定に負っている O さらに，高次
項 (dx) 2の期待値はゼロに近似されるから，同式は
dc (x) = c'(x)dx 布団
と簡単化される。いま，同式を同式に代入すれば，
(会 )EtdP=8 ω-c 欣) +ピ (x 州
く8( 戸-C'(X)) (t - c (X)) + c'(x)f(x) = ρ 信力














で定義される O ただし， Vd(t) = [U(q)-c(x)q+a(x)]e- 8t で、ある o
上と同様の手続きを適用すれば，Be 出na 方程式
O=max {Vd(t) + ( -:b ) EtdJ}~7t)~ l "  U¥"I • ¥ dt J 
がしたがい，再び，
(会) EtdJ= 川必 +向 )-ω+i ゆ弘
がしたがうから，これを上の Belman 方程式(制式)に代入すれば，
O=r 則的(t) +川幼 +向 )-ω+jφ 弘)
を得る O










がしたがう O しかるに， U'(q) =t ， aれ/8 q = (t -c (x) )e- 8t ， -8 Vd/8x = (c'(x)q 一αFか)e- 8t を考慮す
れば，制式は，木材価格の変動に関して
(lt) Etd = δφ -c(x) +内助 )一向 )dt 
くの-f な)(t -c(x)+ どな)f (x) -a'(x) = T 和司
を導く O 不等号の右辺は，上の制式からしたがう O 制式は，政府の最適伐採政策の下においても，
伐採費用の双一次性の仮定の下，不確定性が作用する情況における方が，木材価格の変動速度は小
さいことが帰結される O
1)かかる想定は， Berck [ 2 J (p. 107) に負う。
2 )双一次性を満たす伐採費用を想定するものとして， Berck ， op. cit. ， (p.107) ， Pindyck [18J (p. 290) 参照。
3 )当該資源と他の財の将来における相対価格に関する情報は，需要曲線に反映されているものとする。
4) 外部効果を含む最善解を志向する政府の想定は， Berck ， op. cit. ， ~こ負う。
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5 )租税政策の適用に関して， Berck ， op. cit. ， (p.16) 参照。
6 )かかる想定の妥当性について， Pindyck ， op. cit. ， fotnote 8 (p.30 1)参照。
7)このとき ，P (t) は，対数線型分布にしたがう確率変数となる。例えば， Pindyck [1 7J ， fotnote 1 (p.283) 参照。












批(t)= [j(Xt)-q(t)Jdt+ σx(x (t) )dW 相カ
にしたがって変動するものとする O ただし， σx(x (t) は分散要素で， σx( x (t)) >0 ，σx(O) =0 であり，
W はWienr 過程であり ，dW= εx(t)!dt で、表わされるものとする。さらに， εx(t) は，系列無相関で







刀 (t) = (t (t) - c (X (t) ) ) q (t) 相訪
で表わされる。このとき，最適状態評価函数
jU)=TrEtdT 仰 8 (r の 約功
が定義される。以下で，再び，確率的動的計画法を適用することにする10) 。
しかるに，上の状態評価函数J( ゆがすべての期間を通じて共通で、あるものとすれば，現在守=t)
から出発する x の時間間隔L1 t後の位置 x' に対し状態評価函数は
j円 r( 刀 (t) + (市 )Et[J (X')J } 。
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生態的不確定性下における森林資源と外部効果
と変形される O いま，過程が時間間隔L1 t毎に展開していくものとすると，I (t) は利潤フロー率と
なり，時間間隔L1 tの聞における実行利潤は刀 (t) L1 t となる O 同様に，単位時間当たりの割引率δに
対し，L1 tの聞の総割引要素は1/ (1 +δ L1 t) で表わされる O このとき，状態評価函数は
J(X)=lrimt 凶+(誌が Et[J (x') ] } 
と表現し直される o (71) 式の両辺に (1 +8 L1 t) を乗じ整理すれば
SAUO)=l?tp{H(t)At(1+Mt)+ι [J (x') - ] (x)J}
=max {l (t) L1 t(l +8 L1 t) + Et[ L1 J} 
を得る O ここで，両辺に1/ L1 tを乗じ，L1 t→0とすれば， Be l1 man 方程式
8J(x) =mほ~ I (t) 十( ~~ ) Et[dJ t ~Lèñ" l ~ ~ '"' ' ¥ dt J ~'L<NJ .J J 




(~) Et[dJ =向)一州+~O'~(x)んdt 
がしたがう O これを Belman 方程式(同式)に代入すれば








ところで，伐採費用函数が蓄積量Z と伐採量 q に関して双一次性をもつから， Belman 方程式は，
伐採量 q に関して線型となる O ここで，同式における最大化を実行すれば
p -c(x) =Jx ケカ
がしたがう o 最大化は，
1 <1証。 -c(x) >Jx 
q (t) ニ 1 q * (t) 江 p -c(x) =Jx 同
10 江 p -c(x) くJx
なる関係を意味する O すなわち，上段が妥当する場合は，可能な限り伐採を続けることが有利なそ
れであり，下段は伐採を続ければ続ける程赤字がかさむ場合であり，ゼロ伐採量が望ましい場合で










戸(q) =Jx+ c( x) 倍。
と書き改め，逆函数p-1 を適用すれば
q * (x) = P -1 Ux + c (X) ] 刷
がしたがう O レントが既知で、なければ，状態評価函数J(x) を見つけるためには，社会的最適条件
たる Belman 方程式(同式)に対して ，q (x) の代りに，上の制式の q 申 (x) を代入すればよい。すなわ
ち，
り仰欣)=バlq 川例一 c(x)q*( 欣;X) +叩σω一q*内申ぺ* (x収州x
がしたカが宝斗う O ここで，倒式に包絡面定理 (envelope theorm) を適用すれば
oa* ・x)8Jx= 伊-c(x) - Jx) ラア一内)q*(x)+f ω
十州問ん十仰)-q*(x 川x
がしたがう O しかるに，右辺の最初のカッコ内はゼロとなるから，附式は
切 =ーピ附 (x) +j' (x 肘 め(x) σx(ル+(会 )Et 必
と書き改められる O ここで，例式に演算子( -:b i Etd (・)を適用すれば¥ dtJ 







(1/ dt)Etd(p - c (x) L+ j' (x)_fF 欣)q* 仇L=8 めーか)σ x(x) 左 側
P-c(x) '.1 ¥"'/ P-c(x) ~"\，，，，/~，":，v/ Jx
を導く O しかるに，例式の右辺第 2項は，林家が森林蓄積量成長に関わる不確定性を除去すべく支
ナムってもよいと考える危険プレミアム (risk premiu) を反映するそれとなるO すなわち，絶対的














、 V( t) = U (q) -c (x)q + α(x) 例
で表わされる O さらに，政府が，林家と状態評価函数を共有するものとすれば，最適状態評価函数
](x) =ザ EtjO V(r)e- 村一知 側
が定義される O ただし，政府と林家の期待値オベレ}タ Et は共通なものとなる。
上と同様の手続きを適用すれば， U'(q) =p がしたがい， Be 血na 方程式
例 )=n ヂ{ [φ -c(x)q+ 仰 )J + 仰 )-ω+ 炉ω)
を得る O ここで， q に関する最大化を実行すれば
p -c(x) =ル
がしたがう。
伐採費用の双一次性の仮定の下で，内点解 q * (t) は，






p (q) -c(x) =]x (92) 
がしたがわなければならず，まず， ]x が既知であれば，逆函数を用いて，直ちに
q+ か)=p -l[]X+C 欣)J 側
がしたがう O 次に， ]X が既知ではないならば，上と同様の手続きにしたがい Belman 方程式(側式)
に q+ か)を代入し
1 d](x) = lQ+(X)p( 例 -c 州市)+仰)+仰)ーがか))針子怜)ん 例
を導ふ包絡面定理を適用し。q+ か)
d]x= (p -c 伽) - ]x) 一一一切な)-c'(x)q + (x) +1' Gゅん
dx 
+めか )σ ぷ)ん+仰 )-q+(x) ん+デ Hx) j; 蹴 倒
を導けば，右辺第 l項のカッコ内がゼロとなるから，
d]x= 内)ー どか )q+(x)+ 内 )]x+d 'x (x) 仰 )]x+ 仰 )-qW)fm+idU)J 脚 側
がしたがう。上と同様に，演算子(l/d t) Etd (・)を適用すれば，例式は
(l/dt)E(T -c 伐)1+ t'欣 )+α な) -c'(x)q+ 財1=δ めーか)σ x(x)l 主 制
p -c(x) 'J ¥"J ' P -c(x) ~ ~""'J~X\""J ]x

















そこでの問題は，蓄積量 x (t) が確率過程にしたがい，現在値がXo で、あるとき，以後の t時点にお
いて X( のがある特定の範囲に収まる確率はどれ程であるか，あるいは，t豆T なるある t時点以内に，
x(t) がある到達点王に至る確率はどれ程であるか，を問う形をとるO かかる聞いに答えるためには，
蓄積量 x (t) に関する確率分布とその時間的変動が規定されなければならない。このためには， Kol 同
mogrov 方程式 (Kolmgrv equation) の前進方程式 (forwad equation) の利用が有益である O
ここで，離散型ランダム・ウオークの例を用いて Brown 運動の簡単なケースについて前進方程式
の意義をみてみよう 12) 。
いま，蓄積量 x (t) が Brown 運動にしたがうとき，確率微分方程式
dx= μdt+ σxdW (98) 
がしたがう O μはずれ係数 (d 出t coeficient) で平均値を， σz は拡散係数 (difusion coeficient) で
分散要素を表わし，dW は， Wienr 過程の増分であるO
ここで，時間間隔 t を n=t/il 個の離散型ステップに分割し，各ステップにおいて確率p でilh
だけ増加するか，確率 q=l-p でilh だけ減少するかの 2通りの変動を想定する o (図 -3 参照。)
さて，ilX=1-O のチラパリが，p，q，ilh ，ilt から独立で、不変となる，すなわち ilx がilt の選





いま， D=;(1 十三局)， q = 1 - T = ~ (1 一三局)と設定すると
D-q=fz →L1 h 
or L1 h = σxft 
。功
例
がしたがう o したがって，上のム q の設定は， L1 h = σxft を導く要件を満たすo L1 X=XI-XO の平
均値，分散は
E [L1 xJ = (p -q) L1 h (101) 
E [(L1 X)2J =t (L1 h)2+q (- L1 h)2= φ+ q)( L1 h)2= (L1 h)2 (102) 
で表わされる O これらに，上の t-q ，L1 h の表現(側，制式)を代入し ，L1 t→0 とすれば
(J. .. y L1 h tι L1 h一= μ ( 1 0 3 )r-' r~ L1 t 
( .. (μ ¥2 A ，¥σ ;L1 t 
t[l-[ ':: )L1 t) 一一→σh ~ ¥.L \σxJ....~J L1 t 
がしたがう O すなわち， L1 t→0なる極限において， μ，d; がそれぞれ上の Brown 運動のずれ係数，
拡散係数を与えることになり ，L1 X=XI-XO は，L1 h，L1 tから独立となる o
上のム q に関する設定の下で，時点 tにおける蓄積量がある区間 [α ，bJ に収まる確率は，
Prob 凶 (t) 三 b}= lb 的 ，t)dx= 内 ，t) 加。
で表わされる O しかるに，上でみたごとく ，t- L1 tから t までの時間間隔を通じて過程は x- L1 h
から x にD の確率で増加するか， x+ L1 h から x まで q の確率で減少するかのどちらかである O し
たがって，確率分布π(X ，t) が定常的 (8 匂世onary) であることは，
π(X ， t) =t π(X - L1 h， t- L1 t) +q π(X + L1 h， t- L1 t) 
が満たされることを意味する O
いま， π(X - L1 h， t- L1 t) をπ(X ，t) の周りに Taylor 展開し，高次項を無視すれば
。π3π1/.." ，82π
内 -L1 h，t- L1 t)= π(X ， t) - L1 t'[U - L1 h万九(L1 h) 2万E
がしたがう。同様の手続をπ(X + L1 t， t- L1 t) に適用すれば
3π3πL.." ，82π 
7r (X + L1 h， t- L1 t) = 時 ，t) -L1 tV~': +L1 h一+一 (L1 h)2 一一8 t ' ~ r. 8 X ' 2 \~ r~ J 8 X2




3 π 3 π 1 / .  ， "..，，， 82π 
時 ，t)=(p +q) π(X ，t) 一(p -q) L1 t訂一 (p -q) L1 h万九(p +q) (L1 h)2 万E 酬
がしたがう O しかるに， t+q=l ，'t-q=( μ/σJ ぷヨーt，さらに，L1 h = σx/d tーを想起し，両辺に (1/ L1 t) 
を乗ずれば
1 _" 82 
2σ3 万戸(X ，t) -μ むπ(X ，t) = a t7r (x ， t) (1l 0) 
を得る o (1l 0) 式は，ずれ項をもっ Brown 運動に関する Kolmgrv 前進方程式と呼ばれ，確率密度
函数π(X ，t) の時間を通じた変動を表わしている O
上の Kolmgrv 前進方程式は偏微分方程式であり，一般に解くのは容易で、はない。しかるに，
5 
長期的定常状態(I ong-ru steady-s 旬te) の特性が得られればそれでよい。それでも，すべての確
率過程が何らかの定常状態密度函数に収束する確率分布をもっとは限らず，幾何 Brown 運動はも
ち得ず， Orstein = Ub lenbck 過程はもち得るといったごとくであるが，もし，かかる定常状態密
度函数が存在すれば，常微分方程式に帰着する Kolmgorv 前進方程式を用いることによってそれ
を見出し得る可能性がある。
さて，上の前進方程式 ((110) 式)を用いて，長期的定常 Brown 運動の分布を求めてみよう。
いま，長期的定常状態において， (110) 式の右辺はゼロとなり，分布は現時点 tからも独立となるか
ら， π(x ，t) = π(x)と書き改められる O このとき，前進方程式は常微分方程式
~O';7l'''(x) - J.1.7l"( ド 0
で表わされる。 (lll) 式を満たす定常状態密度函数をπ∞(x) で、表わそう。
ここで，最適伐採量q( ゆが与えられたとき，そこで、の定常状態、密度函数π∞(x) を求めることにす
最適伐採量q(x) に対して，確率微分方程式は
dx= び(x) - q (x) ) dt +σx()dW 
と表わされる。このとき，前進方程式は
1 d -τ[σ? な)π ∞欣)J -σ か)- q (x) ~_ 7l' 00 か)=0
2 dx 2 
で与えられる。同式に積分を施せば
1 d ~7[σ3か)π∞か)J -σ (x)-q 欣))π ∞欣)=02 dx 
or d [σ ;(x) 7l' o(x)J -2 び欣)-q (X) π∞か)dx=O
を得る。(ll5)式の両辺を σ3か)π ∞な)で除せば
d [σ Hx) 7l' ∞尉)J =τ 一向)-q(x) 批σ;(x) π∞(x) O' ;(x) 
がしたがう O しかるに， (116) 式は，さらに，
d [eIJ;(x) Jr ∞(x)] 
= → 一 向 )-q(x) 批
dx 0正明l
と変形され，両辺の積分から
eσ 抑)Jr∞欣)=仰 (x[ (ν )-q(. ν) バ
川 J 0';( ν) 帥
がしたがう o ただし，m は1∞川)dx=l が満たされるべく選択さ M 積分定数である o
(118) 式の両辺の対数をとり，整理すれば
π∞U)=J笠~exp[2 (X l. か)一件 Ld ν]
O' ;(x) '-A>'P L'-') σHν) 
を得る O
しかるに，上で導かれた定常状態密度函数π∞(x) が，さらに特定化され，積分定数 m が決定され
るためには，成長函数f(x) が特定化されなければならない。いま，ここで，成長函数がロジステイ
る13) 。
ツク函数(I ogistic function) にしたがう，すなわち，
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f(x )= μx(l-/X) t叫
がしたがうものとしよう 14) 。ただし，X は，扶養力である O さらに， σx(x) =σx と特定化しよう O
同式において，伐採されない，すなわち q(x) =0 のとき， (119) 式の [ ]内は， 2μ/σ3 に帰着する O
π∞(x) の分布が退化しないためには， σ3く2μ がしたがわなければならない。いま，定常状態密度函
数をガンマ函数で特定化すれば，
π∞(x) = (2μ/σ~)2μ/<1;-1 ・ X211 /<1;-2 ・ e2山/11;/r(2μ/σ~-1)
で表わされる o ここで，r( ・)はガンマ函数で，確率変数 x に対して
) -n y b  l (
|一立二 xa - 1e- sx fo 1' x >0
π(x) = ~ rGα) 
o fo 1' X 三O
(l22) 
で定義され，期待値は，E(x) =α/s で、与えられる O
上の似1) 式において， α=2μ/σ r-l ，s= 2μ/σ~ となるから，定常状態均衡における蓄積量 x の
期待値は
一 (2μ-σおσ~ "{T_ ( 河~ ¥ 
E(x ∞)一 2μσ? な = ¥ 1-2~)X 1幼
で与えられる O
(123) 式から，蓄積量の確率的変動(σr) が大きければ定常状態均衡期待値 E(x ∞)は小さくなり，さら
に， dr →2μ となるとき ，E(x ∞)→ 0 となる O また，ð~>2μであれば，確率的変動にドライヴがかか
り，蓄積量は枯渇化に向かう，すなわち，確率 lでx(t) →0 となることが帰結される 15) 。
9) Pindyck [18J (p. 292) 参照。
10) 以下の林家の最適化の手続きは， Pindyck [18J に負う。
1) Pindyck [18J (p. 294) 参照。
12) 以下の単純化例における Kolmgrv 前進方程式の導出の手続きは， Dixt=Pndyck [ 5 ] (Chap.3) に負う。
13) 以下の手続きは， Merton [13J (Apendix B (p. 389- 1) )に負う。
14) ロジステック函数への特定化は， Pindyck [18J に負う。そこでは，さらに Gompertz 函数f(x) =μ xlog(X/x) への
特定化が試みられている。
15) 林家，政府の最適産出量 q* (x) ， q+ (x) が特定されれば，それぞれの密度函数π∞(x*) ，π∞(x+) が特定される。し
かるに，q*(x) ，q+(x) の特定は，それぞれ微分方程式(制式)， (例式)を解くことを意味し，需要函数，費用函数，さ
らには外部効果の特定化が必要とされる。
結びにかえて
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